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Введение 
 
Краевые задачи для дифференциальных уравнений с дробными производными возникают при 

описании процессов переноса в средах с фрактальной размерностью (см. [1—3]). В таких уравнениях 
порядок дробной производной связан с фрактальной размерностью среды (см. [2]). Способы 
вычисления фрактальной размерности описаны в работе [4]. 

Метод для решения дифференциальных уравнений 0 ( , ),tu f u tα∂ =  (0, 1)α∈  ( 0t
α∂ o  — 

регуляризованная дробная производная порядка α) предложен в [5] и применен для решения 
первой начально-краевой задачи для уравнения диффузии дробного порядка в многомерных об-
ластях. Порядок аппроксимации ( )O hα . Разностные аппроксимации оператора дробного 
дифференцирования выводятся в работе [6]. 

Предложен и исследован многозначный метод для решения дифференциальных уравнений с 
дробными производными. Он заключается в возможности решения задачи с переменным шагом. 
Недостаток — наличие разгонного участка с низким порядком аппроксимации. 

 
1. Постановка задачи 

 
Цель работы — создание многозначного метода для численного решения задачи Коши для 

уравнения дробного порядка вида 

 0 ( ) ( , ) ,xD u t f u xα =   (1) 

 0( ) ,u v=   (2) 

где 0 1
0

1
( )

( )( ) ,
( )

x

x
u t dtD u t

x t
α

α+Γ −α
=

−∫  ( )xΓ  — гамма-функция. 

 
2. Построение многозначного метода 

 
Для решения задачи Коши (1—2) составим трехкомпонентный вектор Нордсика [8, с. 379], 

используя в качестве компонентов вектора члены разложения функции u в ряд Тейлора: 
2 T

2
, , ,n n n n

hu hu u
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

U & &&  где h — шаг по независимой переменной t. 
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Чтобы связать значения вектора Нордсика на n-м слое с его значениями на предыдущем слое, 
запишем формулу Тейлора: 
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u u yu u e y h− − −= + + + ∈& &&   (3) 

Первый компонент вектора Нордсика выразим через компоненты вектора на предыдущем 
слое. Для выражения оставшихся компонент вычислим производные интерполяционного 
полинома при y h= : 
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Систему (3—5) можно записать в матричном виде: 
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Формальный порядок разностной задачи превышает порядок дифференциальной задачи. В 
предложенном методе на переходе от (n − 1)-го слоя к n-му из уравнений исключается 0 ,u&  0u&&  
полагается равным нулю. При переходе от нулевого слоя к первому положим 0 0u =& . 

Для решения задачи (1—2) необходимо построить разностный оператор, аппроксимирующий 
( ).bxD u tα  Для этого разобьем отрезок [0, x] на N отрезков длины /h x N=  (в случае переменного 

шага h надо лишь ввести следующие изменения: 0 10, n n nx h x x −= = − ), тогда ,nx hn=  0, .n N=  
Воспользуемся формулой [1, c. 46] 
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Γ + −α∑ ∫  

В рассматриваемом случае (b = 0) выразим оператор дробной производной 0 ( )
nxD u tα  двумя 

способами, приняв n равным нулю в первом случае и единице — во втором: 
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Приближенно вычислим интеграл в выражении (6). Выразим интеграл в правой части через 
сумму интегралов по элементарным отрезкам: 
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Заменим ( )u t&  на значения компонентов вектора Нордсика в узлах 
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Тогда разностный аналог (6) имеет вид 
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Аналогично уравнения для (6’) получим 
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В выражении (7’) отсутствует ( )( ) 12 2 2
0 1 2 (3 )( ) ,h u n n −−α −α −α Γ− − −α&&  поскольку 0 0.u ≡&&  

Утверждение. Равенства (7) и (7’) аппроксимируют оператор дробного дифференцирования с 
порядком 2( )O h  и ( )O h  соответственно. 

Доказательство. Оценим модуль разности между приближенным и точным значениями 
интеграла, входящего в выражение для оператора дробного дифференцирования 
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Оценим погрешность на элементарном отрезке. Для этого рассмотрим разложения ku&  и ( )u t&  в 

ряд Тейлора в окрестности 1ku −& : 
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так как 1kt x −−   .h  Тогда получим 
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Введем новую переменную интегрирования 1kt x −ξ = −  и оценим 1
kJ : 
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Для модуля 2
kJ  имеем оценку 
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Наконец, оценим модуль J : 
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Такая же оценка аппроксимации справедлива и приближенного вычисления интеграла, 
входящего в формулу (6'). Но, учитывая опущенное слагаемое ( )( ) 12 2 2

0 ( 1) 2 (3 )h u n n −−α −α −α− − Γ −α&&  

(из-за того что 0 0u ≡&& ), 
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Таким образом, равенства (7’) аппроксимирует оператор дробного дифференцирования с 
порядком ( ) .O h  Утверждение доказано. � 

Введем обозначения: 
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С учетом систем (4, 5) равенства (7, 7') примут вид 
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Рассмотрим проекцию функции правой части (1) на разностную сетку ( , ).n
m m nf f u x=  Так как 

она зависит от неизвестного значения ,nu  то для решения уравнения линеаризуем в окрестности 

1nu −  
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Получаем явное выражение для вычисления ne  и уточнения 0u& : 
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где с учетом выражения (9) 
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с точностью до погрешности аппроксимации интегральных сумм. 
Для того чтобы система (10) имела единственное решение, необходимо и достаточно, 

чтобы детерминант матрицы nA  был отличен от 0: 
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Это заведомо верно при 1 .α <  
Найдем ,ne  воспользовавшись правилом Крамера: 
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Здесь введены следующие обозначения: 
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Вместо выражения (9) также можно использовать итерационный метод Ньютона. 
Используем ne  для вычисления значения вектора Нордсика на n-м слое. Вместо вектора 

(1/3, 1, 1)Т будем использовать 1 2 3( , , ) .Tl l l=L  Значения параметров 1 2 3, ,l l l  находим из 
требований устойчивости метода. Так как вектор Нордсика на следующем шаге представим в 
виде 
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то для линеаризованного уравнения легко имеем явное выражение 
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3. Устойчивость 

 
Предположим, что при вычислениях погрешность возникла только на (n − 1)-м слое, на 

всех предыдущих значения функции ku  и ее производных вычислены точно. Тогда для 
эволюции погрешности имеем 
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Рассмотрим спектр оператора послойного перехода (11). Собственные числа матрицы есть 
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Собственные значения матрицы (11) по модулю не превосходят 1 при 1 2 30, 5, 0, 3, 0,1l l l= = =  

для значений [ ]α
−′ ∈ −1( ) 0, 5; 0, 4n

u nh f  и при 1 2 30, 1, 0, 3, 0, 1l l l− −= = =  для [ ]1( ) 0,2; 0,5 .n
u nh fα

−′ ∈ −  
Значения коэффициентов находились численно с использованием MatLab R2009a. 

 
4. Тестирование метода 

 
Работоспособность метода проверялась при решении тестовых задач. Так, известно [7, c. 47] что 

 ( )
2 1 2 1

2 4
2 1

2

cos ( ) 2 ( ) ,
(1 )ax

x a

x a

x aD r r x a J x a
α− α−α

−α
α−

−

−

⎛ ⎞ −
+ = + − −⎜ ⎟⎜ ⎟ Γ +α⎝ ⎠

 ,r∈�  Re α  0. 

В качестве теста выбиралась задача −α +

+
+=

cos 0, 1

0, 1
0, 1( )ax

x

x
D u t  с начальным данными 

1 2 1
1/2 4

1/2
0, 1

(0) 0, 1 0, 1
(1 )

2 ( ) .u J
+α α−

α−
α−Γ + α

= + ⋅  

На рисунках 1—4 представлены результаты численных расчетов. 
 

  
Рис. 1. Точное (сплошная линия) и приближенное (пунктирная линия) решения тестовой задачи при 

0, 3, 1hα = =  
 

 
 

Рис. 2. Абсолютная погрешность решения при 0, 3, 1hα = =  
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Рис. 3. Точное (сплошная линия) и приближенное (пунктирная линия) 
решения тестовой задачи при 0, 9, 1hα = =  

 
 

 
 

Рис. 4. Абсолютная погрешность решения при 0, 9 1, hα = =  
 
 

5. Численная оценка  
реально достигнутого порядка аппроксимации 

 
Реальный порядок аппроксимации метода находился численно. Для различных значений α 

задача считалась при разных значениях шага. Затем вычислялась евклидова норма ошибки err(h) 
на последних 10 % узлов сетки, чтобы оценить реально достигнутый порядок аппроксимации 
погрешности метода после завершения разгонного участка. 

На рисунке 5 приведен достигнутый порядок аппроксимации в зависимости от порядка 
производной α. 

 

 
 

Рис. 5. Зависимость порядка аппроксимации метода 
от порядка дробной производной 

 

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
-10

0

10

20

30

40

50

60

Х

Ч
И
С
Л
Е
Н
Н
О
Е

 (С
П
Л
О
Ш
Н

.) 
И

 Т
О
Ч
Н
О
Е

 (Т
О
Ч
Е
Ч
Н

.) 
Р
Е
Ш
Е
Н
И
Я

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

Х

А
Б
С
О
Л
Ю
ТН

А
Я

 О
Ш
И
Б
КА

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
1.5

2

2.5

3

ПОРЯДОК ДРОБНОЙ ПРОИЗВОДНОЙ

П
О
Р
Я
Д
О
К 
А
П
П
Р
О
КС

И
М
А
Ц
И
И



 Метод решения дифференциальных уравнений с дробными производными 

Итак, предложен многозначный метод для решения дифференциальных уравнений с 
дробными производными. На тестовых задачах метод демонстрирует порядок аппроксимации 
больший, чем α. 
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